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LIMITES DE FIBRES VECTORIELS 
DANS Mq 3 ( 0 , 2 , 0 ) 

Nicolas PERRIN 


Introduction 


Soit Qa la quadrique lisse de dimension 3 de Dans [pS(| , G. Ottaviani et M. Szurek 
dArivent I’ouvert U de I’espace des modules Mq3(0, 2 , 0 ) forme des fibr& vectoriels de rang 2 et 
de classes de Chern ( 0 , 2 , 0 ). Dans cette note, nous dArivons I’adherence U de U dans I’espace 
Mp3 ( 0 , 2 , 0 ). Nous montrons que le bord est forme de deux composantes irrMuctibles et qu’elles 
verifient les “conditions au bord” &oncees dans |^. Plus precisement, nous montrons le 

THEOREME 1 . — La variete U est isomorphe d Pp4(A^Dp4) (de projection tt vers ¥^). Soient 
dUi le ferme 7r“^(Q3) et d\J2 C Pp4(A^Rp4) le fibre en quadriques naturel au dessus de P^. Les 
fermes dUi et dU2 forment les composantes irreductibles du bord de U. 

Si E est un faisceau general de dUi, alors on a la suite exacte : 

Oc{l) 0 


ou C est une conique lisse de Q3. Si E est un faisceau general de d\J2, alors on a la suite 
exacte : 

0 —>E —> E" —>Op —^ 0 
ou P est un point de Q3 et E" est reflexif. 


Notons V I’espace vectoriel E^Op 4 (l). Si P est un point de P^ nous noterons P^\{P} —^ P^ 
la projection et P^ \ {P} P^ I’immersion ouverte. Notons K le faisceau Dp4(l) Kl Op4(— 1 ) 
sur P^ X P^. On a la r&olution suivante de la diagonale A (voir |OSS]) : 


A^K 


A^K 


A^K 


K 


Op4xp4 - Oa -0 


On pent definir le fibre Q sur P^ x P^ (muni de pi et P2) par la suite exacte : 

0 —> Q —> Dp4 (1) Kl Op4 —> C2p4 Kl Op4 (1) —> Oa (1) —^ 0 

Au dessus du point P G P^, le faisceau s’identifie au faisceau z*p*Dp3(l). Le faisceau 

jPi^ (Hom4o „(0p4 C>p4(—1), ^)) s’identifie a A^(Dp4(l)). 

Notons alors X = Pp4(A^Dp4). Sur A x P4 (nous notons encore pi et p2 les projections), on 
pent definir le faisceau sans torsion £ suivant : 


0 —> Ox ^ C^p4(—1) —> Q —> £ —> 0 
Nous noterons (P, s) les points de A ou P G P^ et s G 
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Fait 2. — On a un isomorphisme = i*P*N ou N G Mp 3 ( 0 ,1,0). 

Le faisceau N est soil localement libre (instanton de degre 1 ) soil donne par le noyau de la 
fleche de droite dans la suite exacte 

0 ^ Op3(-l) ^ 1113 ( 1 ) ^ Op3 ^ Ol,(1) ^ 0 

oil Lg est une droite de Dans ce cas on a 

0 —I —> 0^4 —I OHsil) —> Op —I 0 

oil Hg est le plan contenant P se projettant sur Lg. Les classes de Chern de ces faisceaux sont 
constantes, la famille £ est done plate au dessus de X. Le faisceau £ (X) OxxQs est encore sans 
torsion et plat au dessus de X. Ses classes de Chern sont (0, 2,0). II definit done un morphisme 

/: A^Mq3(0,2,0) 

qui est birationnel sur U (X \ {Xi U X2) s’envoie bijectivement sur U, cf. |PS|| ). Nous allons 
maintenant calculer la restriction de ^lp-i(ps) ^ quadrique Q3 pour les points de Xi U X2. 

Proposition 3. — Le morphisme f est un isomorphisme sur U. 

Demonstration : II suffit de verifier qu’il est injectif sur XiU X2, e’est a dire que le faisceau 
permet de retrouver le point {P,s). Nous noterons E le faisceau (^|xxQ 3 )|p-i(ps) 

Si {P, s) G Xi\ [Xi n X2), alors on a la suite exacte : 

0 —> E —I 0^3 —I C’H,nQ 3 (l) —' 0- 

La courbe Hg n Q3 est une conique, e’est le lieu singulier du faisceau. File permet de retrouver 
le plan Hg. Les deux sections de 0//^nQ3(l) definissent le point P (e’est le lieu d’annulation de 
—I Opsi^))- La projection de Hg par P definit alors la droite Lg qui permet de retrouver 
la section s. 

Si (P, s) G X2, alors la restriction a s) 1X^3 de la suite exacte de definition de G donne 

la suite exacte 


0 —> ^lpj"i(P,s)nQ3 —^ Lf°C)p 3 (l) X ©Qg —I Pp^pr X C>q3 —I 0. 

Cependant le faisceau Xpp4 X Oq^ est une extension de XpQg par Op. Ainsi on a la suite exacte : 

^ ' ^lpr^(P.3)nQ3 ' ^CV^(A^)nQ 3 ° 

ou le faisceau ^ est reflexif. Nous en deduisons la suite exacte 

Pi (AsjnQs 


E 


E" 


Op 


ou E" est reflexif singulier au point P. Le point P est le point singulier de E. Le faisceau i*E 
est un fibre vectoriel sur Q3 \ {P}. Le faisceau pD*E est le faisceau N G Mp3(0, 1 , 0 ) (tel que 
£’|p-i(p^) = ii,p*N), il determine la section s. 
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Remarquons que si (P, s) G fi X2, alors E est donne par la suite exacte 

o —> E —> Oq3 © 1 c,Qs —^ C>p —> 0 
oil C C Qs est une conique contenant le point P. 

Remarque 4 . — Si on note Pp4 = x et P^4 = Pp4(Qj,4), on a alors une projection et une 
immersion universelles 

p : Pp4 \ A —i Pp4 et i : Pp4 \ A —> Pp4. 

Notons j I’immersion de Q3 dans P^. Nous avons montre que le morphisme : 

Mp 3 (0,1,0) ^ Mp 4 (0,1,0) ^Mq3 (0,2,0) 

p4 

est un isomorphisme. 

Remarque 5 . — II est ici facile de construire des deformations explicites, on peut alors montrer 
qu’un element general du bord est limite “reduite” de fibres vectoriels (au sens de |^]). Les 
limites ci-dessus verifient les resultats de 0 : 

Sur Xi \ {Xi n X2), le faisceau est localement libre en dehors d’un lieu de dimension pure 
egale a 1 . II verifie la condition du theoreme 0.1 : le faisceau Oc{l) © Oc(~|) est une theta- 
caracteristique (le faisceau Oc{—^) est une racine de WQglc)- Les conditions des theoremes 0.3 
et 0.4 sont vides. 

Sur X2 \ {Xi (1X2), le faisceau est singulier un point. De plus on a la composee 

Hom(P",Op) ^ ^ Ext\lp,Q„Op) = E^t^{Op,Op) 

et I’image de la surjection de E" dans Op (definissant E) est I’element de Ext^(2'p^Q3, Op) defini 
par le faisceau Xp^p4 © Oq^. Get element est nul, c’est la condition du theoreme 0 . 3 . 
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